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1 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Теория решения обратных задач математической 

физики является одним из наиболее активно развивающихся разделов совре-
менной математики. Интерес исследователей к таким задачам обусловлен  
в первую очередь большим количеством их приложений, появившихся в по-
следние годы в связи с бурным развитием физики и техники. Несмотря на 
большое количество методов решения обратных задач, в настоящее время по-
прежнему велика потребность в дальнейшей разработке новых методов реше-
ния, учитывающих некорректность ряда обратных задач. В данной работе 
предлагаются численные методы решения одного класса обратных задач,  
а именно задач восстановления начальных условий для уравнений параболи-
ческого и гиперболического типов.  

Материалы и методы. Методика построения численных методов решения 
задач восстановления начальных условий для линейных параболических и ги-
перболических уравнений заключается в следующем. По известным формулам 
обобщенного решения линейных параболических и гиперболических уравне-
ний выполняется переход к эквивалентным исходным задачам линейным ин-
тегральным уравнениям первого рода, которые затем решаются приближенно 
при помощи непрерывного операторного метода. Для этого составляется и 
решается вспомогательная система линейных дифференциальных уравнений, 
которая затем решается численным методом Эйлера. При этом на численных 
примерах показывается, что за счет подходящего числа шагов метода Эйлера 
может быть достигнута (в случае необходимости) регуляризация решения за-
дачи. Сходимость метода обосновывается в терминах теории устойчивости 
решения дифференциальных уравнений.  

Результаты. Построены численные методы приближенного решения зада-
чи о восстановлении начального условия для линейных параболических и ги-
перболических уравнений. Авторам удалось успешно применить непрерывный 
операторный метод к решению вышеупомянутой задачи. Решение ряда мо-
дельных примеров показало эффективность предложенных результатов.  

Выводы. Предложены эффективные численные методы решения одного 
класса обратных задач математической физики, а именно задачи восстановле-
ния начального условия в задачах Коши для линейных уравнений гиперболи-
ческого и параболического типов. На численных примерах показано, что не-
прерывный операторный метод с успехом может быть применен к решению 
указанных типов обратных задач математической физики.  

Ключевые слова: параболические уравнения, гиперболические уравнения, 
обратные задачи, начальное условие, регуляризация.  
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NUMERICAL RECOVERY OF THE INITIAL CONDITION  
IN THE CAUCHY PROBLEMS FOR LINEAR PARABOLIC  

AND HYPERBOLIC EQUATIONS 
 
Abstract. 
Background. The theory of solving inverse problems of mathematical physics is 

one of the most actively developing branches of modern mathematics. The interest 
of researchers in such problems is primarily due to the large number of their appli-
cations that have appeared in recent years in connection with the rapid development 
of physics and technology. Despite the large number of methods for solving inverse 
problems, at present, there is still a great need for the further development of new 
methods of solving that take into account the incorrectness of a number of inverse 
problems. In this paper, we propose numerical methods for solving one class of in-
verse problems, namely, problems of recovering the initial conditions for equations 
of parabolic and hyperbolic types. 

Materials and methods. The technique for constructing numerical methods for 
solving problems of recovering initial conditions for linear parabolic and hyperbolic 
equations is as follows. According to the well-known formulas for the generalized 
solution of linear parabolic and hyperbolic equations, a transition is made to the 
equivalent initial problems of linear integral equations of the first kind, which are 
then solved approximately using the continuous operator method. For this, an auxil-
iary system of linear differential equations is compiled and solved, which is then 
solved by the numerical Euler method. At the same time, numerical examples show 
that due to a suitable number of steps of the Euler method, a regularization of the 
solution of the problem can be achieved (if necessary). The convergence of the 
method is substantiated in terms of the stability theory of the solution of differential 
equations. 

Results. Numerical methods are developed for the approximate solution of the 
problem of recovering the initial condition for linear parabolic and hyperbolic equa-
tions. The authors have successfully applied the continuous operator method to the 
solution of the above problem. The solution of a number of model examples showed 
the effectiveness of the proposed results. 

Conclusions. Effective numerical methods are proposed for solving one class of 
inverse problems of mathematical physics, namely, the problem of recovering the 
initial condition in Cauchy problems for linear equations of hyperbolic and parabol-
ic types. Numerical examples show that the continuous operator method can be suc-
cessfully applied to the solution of the indicated types of inverse problems of math-
ematical physics. 

Keywords: parabolic equations, hyperbolic equations, inverse problems, initial 
condition, regularization. 

Введение 
История решения обратных задач математической физики насчитывает 

уже более века. Исследования в этом направлении особенно активизирова-
лись с появлением и развитием современной вычислительной техники, значи-
тельно расширившей спектр применяемых к решению таких задач вычисли-
тельных алгоритмов. В настоящее время число приложений обратных задач 
математической физики продолжает увеличиваться, благодаря чему разра-
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ботка эффективных численных методов решения таких задач становится все 
более и более актуальной.  

В данной статье рассматривается один класс обратных задач математи-
ческой физики, известных как ретроспективные обратные задачи. Их суть за-
ключается в восстановлении одного или нескольких начальных условий зада-
чи по известным значениям решения в некоторый момент времени.  

Задача с обратным временем для параболических уравнений имеет 
большое число приложений, в числе которых, например, исследование про-
цессов теплообмена, а также решение различных задач идентификации. Спи-
сок работ, в которых изучались свойства этой задачи и строились численные 
методы, весьма обширен; среди них следует в первую очередь назвать моно-
графии [1–9], в которых содержится обширная библиография. Среди всего 
многообразия методов, используемых для решения ретроспективной обрат-
ной задачи, особое место занимают итерационные методы, в том числе гради-
ентные методы. Отметим здесь, например, книгу [9], а также статью [10],  
в которой, помимо краткого обзора результатов в области решения ретро-
спективных обратных задач для уравнения теплопроводности, упомянуто, что 
при использовании итерационных методов в качестве параметра регуляриза-
ции может рассматриваться число итераций, согласуемое с погрешностью 
входных данных. Отметим также, что в целом ряде работ (см., напр., [11–14]) 
подчеркивается важность и эффективность итерационных (в частности гради-
ентных) методов решения задачи восстановления начального условия для 
уравнений гиперболического типа.  

Настоящая статья посвящена построению численных методов решения 
следующих проблем.  

1. Проблема восстановления начального условия в задаче Коши для ли-
нейного параболического дифференциального уравнения.  

Рассматривается задача  

 
2

2 ( , ), 0 , ,u u t x t T x
t x

 ∂ ∂= γ ⋅ + Φ ∈  ∂ ∂ 
    (1) 

 (0, ) ( ).u x x= ϕ   (2) 

Требуется восстановить неизвестную функцию ( ),xϕ  если, помимо 
константы 0γ >  и функции ( , ),t xΦ  дополнительно известной является 
функция ( , ).u T x  

2. Проблема восстановления начального условия в задаче Коши для ли-
нейного гиперболического уравнения.  

Рассмотрим задачу  

 
2 2

2
2 2 ( , ), , ,0u ua t x t T x

t x
∂ ∂= +Φ ∈
∂ ∂

    (3) 

 (0, ) ( ),u x x= ϕ   (4) 

 
0

( ).
t

u x
t =

∂ = ψ
∂

  (5) 
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Решаются следующие задачи: 
– требуется восстановить неизвестную функцию ( )xϕ  в предположе-

нии о том, что, помимо константы a  и функций ( )xψ  и ( , ),t xΦ  дополни-
тельно известной является функция ( , );u T x  

– требуется восстановить неизвестную функцию ( )xψ  в предположе-
нии о том, что, помимо константы a  и функций ( )xϕ  и ( , ),t xΦ  дополни-
тельно известной является функция ( , ).u T x   

Перечисленные задачи успешно решены в рамках данной работы. При 
построении численных методов широко использовался непрерывный опера-
торный метод, ранее предложенный в статье [15]. Решение модельных при-
меров продемонстрировало эффективность предложенных методов. 

Данная статья продолжает цикл статей [16–19], посвященных примене-
нию непрерывного операторного метода к решению различных задач матема-
тической физики. 

1. Восстановление начального условия  
для параболического уравнения 

Построим численный метод восстановления функции ( )xϕ  в задаче 
(1)–(2) в предположении о том, что известной является функция ( , ).u T x  

Известно [20], что точное решение задачи Коши (1)–(2) дается следую-
щей интегральной формулой:  

 
0

( , ) ( , , ) ( ) ( , ) ( , , ) ,
t

u t x G x t d G x t s d ds
∞ ∞

−∞ −∞

= ξ ϕ ξ ξ + Φ ξ η ξ − ξ     (6) 

где 
21 ( )( , , ) exp .

42
xG x t

tt

 − ξξ = − 
γπγ   

 

Предположим, что функция ( )xϕ  принадлежит пространству ( )2L   
функций, суммируемых в квадрате на вещественной оси. 

Обозначим ,jx A jh= − +  где 0, ,j N=  2 ,h A N=  A  – достаточно 
большое вещественное положительное число; N  – достаточно большое целое 
положительное число. Пусть также ( ), .j ju T x = χ  Примем в уравнении (6) 

t T=  и ,jx x=  в результате чего получим: 

 ( )
0

, , ( ) ( , ) ( , , ) .
T

j jG x T d G x T s d ds
∞ ∞

−∞ −∞

χ = ξ ϕ ξ ξ + Φ ξ η ξ − ξ     (7) 

Обозначим как jf  аппроксимацию интеграла  

0

( , ) ( , , )
T

G x T s d ds
∞

−∞

Φ ξ η ξ − ξ   
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при помощи одной из кубатурных формул. Пусть ( ).j jxϕ = ϕ  
Аппроксимируем первый интеграл в правой части уравнения (7) при помощи 
квадратурной формулы трапеций на конечном интервале [ , ] :A A−  

( ) ( ), , ( ) , , ( )j j

A

A

G x T d G x T d
∞

−∞ −

ξ ϕ ξ ξ ≈ ξ ϕ ξ ξ ≈   

( ) ( )
1

0
11, , , , .

2 k

N

j k j kk
k

h G x T G x T
−

+
=

+ ≈ ξ ϕ + ξ ϕ   

Тогда уравнение (7) примет следующий вид: 

 ( ) ( )
1

1 1
0

, , , , , 0, .
2

N

j j k k j k k j
k

h G x T G x T f j N
−

+ +
=

 χ = ξ ϕ + ξ ϕ + =    (8) 

Система уравнений (8) является линейной относительно неизвестных 
значений ( ) 0, .k k N=ϕ  В данной статье предлагается решать упомянутую 

систему при помощи непрерывного операторного метода.  
Введем в рассмотрение вспомогательные функции ( ),jϕ σ  0,σ  такие, 

что 
0

lim ( ) .j j
σ→

ϕ σ = ϕ  В соответствии с описанием непрерывного операторного 

метода [15] функции ( )jϕ σ  удовлетворяют системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 

( ) ( )

( ) ( )

1
0

0 1 1
0
1

1 1

0 0 0 0

1
0

1 1
1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

...........................................................

, , , , ,
2

, , ,

.

2

..

, ,

. .

N

k k k k
k

N

k k k k
k

d h G x T G x T f
d

d h G x T G x T f
d

−

+ +
=
−

+ +
=

 ϕ
  =μ ⋅ ξ ϕ + ξ ϕ + −ψ  σ  

 ϕ
  =

σ σ

σ σμ ⋅ ξ ϕ + ξ ϕ + −ψ  σ  





( ) ( )
1

1 1
0

.................................................

, , , (, ) ,
2

.

( )
N

N k k k k
k

N
N N N N

d h G x T G x T f
d

−

+ +
=










  ϕ   =μ ⋅ ξ ϕ + ξ ϕ + −ψ   σ  

σ σ

(9) 

где jμ  ( 0,j N= ) принимает значение 1+  либо 1−  таким образом, чтобы 
обеспечить устойчивость решения системы (9).  

Замечание 1. Как показано в статье [15], коэффициенты jμ  ( 0,j N= ) 
могут быть определены теоретически на основе вычисления логарифмиче-
ской нормы матрицы системы уравнений (9). Тем не менее, по практическим 
соображениям, целесообразно представляется фиксировать значения коэф-
фициентов jμ  экспериментальным путем.  

Для обеспечения однозначности решения к системе (9) необходимо 
присоединить совокупность начальных условий 
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 0 0 1 1(0) , (0) ..., , (0) ,N Nϕ = ν ϕ = ν ϕ = ν   (10) 

где значения 0 ,ν  ...,  Nν  могут быть зафиксированы произвольным образом. 
Задача (9)–(10) может быть решена любым приближенным методом 

решения дифференциальных уравнений. В частности, одним из наиболее 
простых и вместе с тем эффективных является метод Эйлера. Пусть θ  – шаг 
метода Эйлера, а L  – число итераций метода Эйлера. Тогда метод Эйлера 
приближенного решения задачи (9)–(10) определяется последовательными 
( )1,r L=  вычислениями по следующей цепочке формул:  

( ) ( )

)

( ) ( )

)

1

0, 1 0, 0 , 1 1,
0

1

1, 1 1, 1 , 1 1,
0

0 0

0 0

1 1

1 1

, , , ,
2

,

, , ,

..............................................................
,

.

,

.

2

N

r r k k r k k r
k

N

r r k k r k k r
k

h G x T G x T

f

h G x T G x T

f

−

+ + +
=

−

+ + +
=


 ϕ = ϕ μ ξ ϕ + ξ ϕ + 


+ −ψ


 ϕ = ϕ μ ξ ϕ + ξ ϕ + 


+ −ψ

+

+





( ) ( )

)

1

, 1 , , 1 1,
0

........................................

, , , ,

..........

2

,

N

N

N r N r N k k r k k r
k

N

N N

h G x T G x T

f

−

+ + +
=














   ϕ = ϕ μ ξ ϕ + ξ ϕ  


 + −ψ

+ +

 (11) 

где  

, ( ),j r j rϕ = ϕ σ  ,r rσ = θ ,0 .j jϕ = ν  

Замечание 2. Константы iμ  выбраны по формуле (9). 
Результат решения задачи фиксируется приближенными равенствами 

, .j j Lϕ ≈ ϕ  
Модельный пример 1. Пусть требуется восстановить начальное 

условие задачи Коши (1)–(2), где 1,γ =  ( , ) 0,t xΦ ≡  если дополнительно 

известной является функция 
21(1, ) exp .

82
xu x

 
= − 

  
  

Замечание 3. Точное решение поставленной задачи определяется 

формулой 
2

( ) exp
4
xx

 
ϕ = − 

  
 при точном решении задачи (1)–(2) 

21( , ) exp .
4( 1)1

xu t x
tt

 
= − 

++   
 

При численных расчетах были зафиксированы следующие значения 
параметров метода: A = 5, N = 100, θ = 0,1. 
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Результат восстановления функции ( )xϕ  показан на рис. 1 и 2. График 
на рис. 1 соответствует случаю 100,L =  в то время как график на рис. 2 
соответствует случаю 500.L =  На обоих графиках по оси абсцисс отложены 
значения независимого аргумента, в то время как по оси ординат отложены 
значения точного (сплошная линия) и приближенного (пунктирная линия) 
решения поставленной задачи – функции ( ).xϕ  

 

 
Рис. 1. Решение модельного примера 1 (L = 100) 

 
Модельный пример 2. Решим задачу восстановления функции ( )xϕ   

в задаче (1)–(2), если 2 :γ =   

( )
2 1( ) 2 2 3 22 31( , ) 16 32 16 4 4 16 23 4 ,

2

xt x
t x e t x tx x tx x t x

− + + +
Φ = − ⋅ + + − − − − +  

и дополнительно известной является функция 

2 1(1 )
2 3(1, ) .
xx

u x xe
− + + +

=  

Замечание 4. Точное решение поставленной задачи дается функциями 

2 21 1( )
2 3 2 3( , ) ,  ( ) .
x xt x x

u t x xe x xe
− + + + − + +

= ϕ =  

При расчетах были зафиксированы следующие параметры метода:  
310, 200, 20, 10 , 0,01.A N M L= = = = θ =  

Для вычисления интегралов jf  ( 0, )j N=  был использован многомер-
ный аналог квадратурной формулы трапеций. Результат решения поставлен-
ной задачи проиллюстрирован на рис. 3.  
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Рис. 2. Решение модельного примера 1 (L = 500) 

 

 
Рис. 3. Решение модельного примера 2 

2. Восстановление начального условия  
для гиперболического уравнения 

Перейдем к рассмотрению проблемы восстановления одного из гра-
ничных условий в задаче Коши (3)–(5) для одномерного линейного гипербо-
лического уравнения.  

Пусть сначала известной является функция ( );xψ  тогда поставим зада-
чу об отыскании функции ( )xϕ  в предположении о том, что дополнительно 
известной является функция ( , ).u T x  
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Известно [20], что общее решение задачи (3)-(5) дается интегральной 
формулой 

[ ]1( , ) ( ) ( )
2

u t x x at x at= ϕ − + ϕ + +  

 
( )

0 ( )

1 1 ( , ) .
2

( )
2

x a t sx at t

x at x a t s

s d ds
a a

d
+ −+

− − −

+ + Φψ ξξ ξ ξ     (12) 

Обозначим как ( )tχ первообразную функции ( )ψ ξ  так, что  

)( .) ( ( )
x at

x at

x at x atd
+

−

= χ + − χ −ψ ξ ξ  

Кроме того, определим  ( )f x  как функцию, аппроксимирующую 
(например, с помощью одной из известных кубатурных формул) в точке 

xη =  выражение 

( )
( )

( )

0

12 , ( , ) .
a T st

a T s

u T s d ds
a

∗ η+ −

η− −

η − Φ ξ ξ   

Обозначим как A  достаточно большое вещественное положительное 
число. Введем на [ , ]x A A∈ −  равномерную сетку из узлов jx A jh= − +   
с шагом 2 ,h A N=  где N  – достаточно большое положительное число.  
С целью упрощения предположим дополнительно, что существует такое 
целое положительное число ,M  что для T справедливо равенство ,T M= τ  
где .h aτ =   

Пусть ;it i= τ  тогда .MT t=  Легко видеть, что в этом случае значения 

j ix at±  будут совпадать с одним из узлов сетки; другими словами, для 
каждой упорядоченной пары ( , )i j  справедлива формула  

 .j i j ix at x ±=±    (13) 

Введем в рассмотрение следующие обозначения: 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , .j j j j j jj jT f fu u x x x xχ = χ == ϕ = ϕ  

Приняв в уравнении (12) it t=  и ,jx x=  получим 

( ) ( ) ( )1,
2i j j i j iu t x x at x at = ϕ − + ϕ + +   

 
( )

( )

0

( )1 1 ( , ) ,
2 2

j i j ii

j i j i

x at x a t st

x at x a t s

sd d ds
a a

+ + −

− − −

+ + Φ ξψ ξ ξ ξ     (14) 
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С учетом соотношения (13) уравнение (14) может быть переписано  
в виде системы из следующих линейных алгебраических уравнений: 

 ,j M j M j M j M jf− + + −ϕ + ϕ + χ − χ =   (15) 

где 0, .j N=   
Система из уравнений (15) служит основой для построения численных 

методов решения задач, поставленных в разд. 1.  
Рассмотрим сначала более простую задачу о восстановлении функции 

( )xϕ  при известной функции ( ).xψ  В этом случае значения j M±χ  при 0, N  
можно считать известными, поскольку тогда они в общем случае могут быть 
вычислены приближенно по одной из квадратурных формул. 

Обозначим .jj j M j Mff + −= − χ + χ  Тогда решение поставленной 
задачи сводится к решению системы из уравнений 

 , 0, .j M j M jf j N− +ϕ + ϕ = =   (16) 

Систему (16) предлагается решать в три этапа: 
– на первом этапе будем последовательно при ,   , j M N M= − +  

определять значения jϕ по расчетной формуле  

2

если 

если

0

 

 ,

, ; 

,
j

j Mj M

M j M

f M j N M−−

− <ϕ =  −ϕ +


   

– на втором этапе будем последовательно при ,   ,  j N M M= + … −  

определять значения jϕ  по формуле  

2

если 

если 

0  

 

, ,

, ;j
j Mj M

M j N M

f M j M

N

N++

< +ϕ =  −ϕ −

−

−


   

– на третьем этапе искомые значения jϕ  определяются по формуле  

.
2

j j
j
ϕ + ϕ

ϕ =  

Модельный пример 3. Пусть требуется найти функцию ( )xϕ  в задаче 
(3)–(5), если известно, что 1,a =   

( )
2

220

2 2
1

x

t

u x xe
t x

−

=

∂ = −
∂ +

  

и, кроме того, дополнительно известной является функция  
2( 1 2)

2
1(1 2, ) .

1 ( 1 2)
xu x e

x
− += +

+ −
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Замечание 5. Точное решение задачи дается функцией  
2

2
1( )

1
xx e

x
−ϕ = +

+
 

при точном решении задачи Коши (3)–(5), определяемом функцией  
2( )

2
1( , )

1 ( )
x tu t x e

x t
− += +

+ −
. 

Зафиксируем следующие параметры метода: 5 2, 0,1.A h= τ = =  
Значения интегралов j M±χ  вычислялись приближенно при помощи 

многомерного аналога составной квадратурной формулы трапеций с шагом 
0,1.h =  Результаты численного решения задачи приведены на рис. 4.  

 

 
Рис. 4. Решение модельного примера 3 

 
Теперь рассмотрим вторую задачу. Предположив, что в задаче Коши 

(3)–(5) известной является функция ( ),xϕ  рассмотрим проблему 
восстановления функции ( )xψ  в дополнительном предположении о том, что 
известной является функция ( , ).u T x  

В данном случае известными слагаемыми в уравнении (15) считаем 
значения ,j M±ϕ  , .j M N M= −  Тогда система (15) сводится к системе  

 , 0, ,j M j M jf j N+ −χ − χ = =   (17) 

где .j j M j Mjf f − +−= −ϕ ϕ  
Систему уравнений (17) будем решать по аналогии с системой (16). 

Решение проведем в три этапа: 
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– на первом этапе последовательно при ,   , j M N M= − +  
вычисляются значения 

2

если 

если

0

 

 ,

, ; 

,
j

j Mj M

M j M

f M j N M−−

−
χ

+

<=
+ χ


   

 – на втором этапе последовательно при ,   ,  j N M M= + … −  вычис-
ляются значения  

2

если 

если 

0  

 

, ,

, ;j
j Mj M

M j N M

f M j M

N

N++

< += 
− χ

−
χ

 − −


 

 

– на третьем этапе значения jχ  вычисляются по формуле 

,  
2

при ,   , . j j
j j M N M
χ + χ

χ = = − −  

Далее, для того чтобы на основании найденного набора значений jχ  
восстановить функцию ( ),xψ  необходимо решить относительно этой 
функции систему из интегральных уравнений: 

 1 ,  0( ) , .
j

j

x aT

j
x aT

j Nd
a

+

−

= χψ =ξ ξ   (18) 

Эта система представляет собой записанное в каждой из точек jx x=  
интегральное уравнение 

 
*

*

1 ( ) ( ).
x at

x at

d x
a

+

−

ψ ξ ξ = χ   (19)  

Для решения этого интегрального уравнения предлагается привлечь 
метод сплайн-коллокации, а также непрерывный операторный метод. 
Приравняем левые и правые части уравнения (19) в каждой точке ,jx x=   
а интеграл в уравнении (19) аппроксимируем при помощи составной 
квадратурной формулы трапеций по узлам .jx  Полученную в результате 
систему из линейных относительно неизвестных ( )j jxψ = ψ  уравнений 

 [ ]
1

12

j M

l l j
k j M

h
a

+ −

+
= −

ψ +ψ = χ   (20) 

предлагается решать при помощи непрерывного операторного метода.  
Обозначим ( ) ( ),   , ,  ,   ,  ,T T

M N M M N M− + − += ψ … ψ = χ χψ χ   а через 
A  обозначим матрицу системы (20). Тогда применение непрерывного 
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операторного метода к решению системы (20) сводится к решению 
следующей задачи Коши для операторного дифференциального уравнения: 

 d ( ) ,
d
= σ −

σ
ψ Aψ χ   (21) 

 (0) ,=ψ α   (22) 

где вспомогательная вектор-функция ( )σψ  ( 0σ ) связана с искомой вектор-
функцией ψ  предельным соотношением lim ( ) .

σ→∞
σ =ψ ψ  Вектор α  

размерности 2 1N M+ +  в соответствии с описанием непрерывного 
операторного метода может быть зафиксирован произвольным образом; 
однако в целях ускорения сходимости итерационного процесса целесообраз-
но представляется зафиксировать все компоненты вектора α  нулями.  

Начальная задача (21)–(22) может быть решена любым численным 
методом решения дифференциальных уравнений. С практической точки 
зрения подходящим методом является метод Эйлера как сочетающий в себе 
простоту с высокой эффективностью решения поставленной задачи. Пусть  
θ  – шаг метода Эйлера, а L  – число итераций метода Эйлера. Тогда 
численное решение задачи (21)–(22) выполняется с помощью следующей 
вычислительной схемы: 

 [ ]{ }1 , 0, 1,r r r r L+ = + θ −⋅ = −ψ ψ μ Aψ χ  

где ( ) ,r r= σψ ψ  r rσ = θ ; через μ  обозначен вектор ( ),   , T
M N M− += … μμμ  с 

компонентами, равными +1 или –1, определяемыми таким образом, чтобы 
выписанная выше система была асимптотически устойчивой. Операция   
определяется как поэлементное произведение векторов одинаковой 
размерности. 

Приближенное решение задачи фиксируется равенством .L=ψ ψ  
Модельный пример 4. Проведем восстановление функции ( )xψ   

в задаче Коши (3)–(5), если известно, что ( , ) 0, 1:t xΦ ≡ γ =  

2 2( 1)
2 2

1 1( ) , (1, ) .
1 ( ) 1 ( 1)

x xx e u x e
x t x

− − +ϕ = + = +
+ − + −

 

Замечание 6. Точным решением задачи является функция 

( )
2

22

2( ) 2
1

xxx xe
x

−ψ = −
+

 

при точном решении задачи Коши (3)–(5), определяемом функцией 
2( )

2
1( , ) .

1 ( )
x tu t x e

x t
− += +

+ −
 

При численных расчетах были зафиксированы следующие параметры 
численного метода: 310, 0,1, 0,1, 10 .A h L= τ = = θ = =  

Результат численного решения поставленной задачи показан на рис. 5. 
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Рис. 5. Решение модельного примера 4 

Заключение 
В настоящей статье были рассмотрены проблемы численного восста-

новления начальных условий в задачах Коши для линейных уравнений пара-
болического и гиперболического типов. В качестве дополнительной инфор-
мации были использованы значения решений рассматриваемых задач Коши 
при фиксированном значении переменной t. При построении численных ме-
тодов используется непрерывный операторный метод решения нелинейных 
уравнений в банаховых пространствах. Решение модельных примеров проде-
монстрировало высокую эффективность предложенных численных методов. 
Представляет значительный теоретический и практический интерес обобще-
ние указанных численных методов на случай нелинейных уравнений, а также 
на случай многомерных задач. 
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